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1 Algèbre générale

1.1 Introduction Générale

Dans ce document, nous allons étudier de façonapprofondie plusieurs notions fonda-
mentales pour les mathématiques et la physique :

ˆ Les sommes : sommes arithmétiques et géométriques, sommes doubles, sommes
télescopiques, sommes de Riemann, etc.

ˆ Les limites classiques : un catalogue des limites que tout élève doit connaître
(fonctions trigonométriques, exponentielles, logarithmiques, polynomiales, etc.)
Nous introduirons aussi lethéorème de l'Hôpital pour certaines formes indéter-
minées (nécessite la dérivation).

ˆ Les nombres complexes : dé�nition, module, argument, et formes polaire/expo-
nentielle (utile en physique, électronique, etc.).

Note 1.1. Si vous n'avez pas encore vu ladérivation , et notamment la notion de
dérivée, il est recommandé de consulter un cours d'introduction au calcul di�érentiel
avant d'aborder l'application du théorème de l'Hôpital.

1.2 Sommes

Dé�nition 1.1 (Notion de somme). Soit (un)n� 0 une suite. La somme desn + 1
premiers termes est:

Sn =
nX

k=0

uk :

Sommes doubles

Dé�nition 1.2 (Somme double). Une somme double est une somme sur deux indices
(ex. i , j ), par exemple:

mX

i =1

nX

j =1

ai;j :

Théorème 1.1 (Échange d'ordre de sommation). Si tout est �ni, on peut échanger
l'ordre de sommation:

mX

i =1

nX

j =1

ai;j =
nX

j =1

mX

i =1

ai;j :

2



Pôle Physique 1 Algèbre générale

Opérations sur les sommes

Théorème 1.2 (Linéarité de la somme). Pour deux suites(uk) et (vk), et pour tout
réel � :

nX

k=0

(uk + vk) =
nX

k=0

uk +
nX

k=0

vk ;
nX

k=0

� u k = �
nX

k=0

uk :

Sommes arithmétiques

Dé�nition 1.3 (Suite arithmétique). Une suite (un ) est dite arithmétique s'il existe
r tel que : pour tout n

un+1 = un + r;

où r est dite la raison .

Théorème 1.3 (Terme général d'une suite arithmétique).

un = u0 + n r;

où r est la raison .

Théorème 1.4 (Somme d'une suite arithmétique).

Sn =
nX

k=0

uk = ( n + 1)
u0 + un

2
:

Sommes géométriques

Dé�nition 1.4 (Suite géométrique). Une suite (un ) est dite géométriques'il existe q
tel que : pour tout n

un+1 = q un ;

où q est dite la raison .

Théorème 1.5 (Terme général d'une suite géométrique).

vn = v0 qn ;

où q (réel ou complexe) est laraison .
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Théorème 1.6 (Somme d'une suite géométrique). Pour q 6= 1,

Sn =
nX

k=0

v0 qk = v0
1 � qn+1

1 � q
:

Note 1.2. La série
P 1

k=0 v0 qk converge si et seulement sijqj < 1, et sa limite vaut
alors v0

1� q.

Sommes télescopiques

Dé�nition 1.5 (Somme télescopique). Une somme dont la plupart des termes
s'annulent deux à deux. Exemple :

nX

k=1

� 1
k

�
1

k + 1

�

= 1 �
1

n + 1
:

Sommes de Riemann (aperçu)

Dé�nition 1.6 (Somme de Riemann). Pour approximer
Rb

a f (x) dx, on divise [a; b]
en n sous-intervalles égaux de pas� x, et on dé�nit

nX

k=1

f (x �
k) � x;

avec x �
k 2 [xk� 1; xk ]. Quand n ! 1 , cette somme tend vers l'intégrale (sif est

su�samment régulière).

1.3 Limites Classiques

Dé�nitions formelles

Dé�nition 1.7 (Limite d'une fonction).

lim
x! a

f (x) = L () 8 " > 0; 9� > 0 : 0< jx � aj < � =) j f (x) � L j < ":

Dé�nition 1.8 (Limite d'une suite).

lim
n!1

un = L () 8 " > 0; 9N : 8n � N; jun � L j < ":

4



Pôle Physique 1 Algèbre générale

Théorème de l'Hôpital

Pour l'étude de certaines limites de la formef (x)
g(x) (ex: 0=0 ou 1 =1 ), on utilise:

lim
x! a

f (x)
g(x)

= lim
x! a

f 0(x)
g0(x)

;

si f et g sont dérivables etg0(x) 6= 0 près dea.
Attention: ce théorème requiert la notion de dérivée.

Catalogue des limites

Trigonométriques: limx! 0
sin x

x = 1, etc.

Exponentielle/Logarithme: limx! 0
ex � 1

x = 1, etc.

Polynômes et fractions rationnelles:

lim
x!1

P(x)
Q(x)

=

8
>>><

>>>:

0 deg(P) < deg(Q);
adeg( P )

adeg( Q )
deg(P) = deg(Q);

�1 deg(P) > deg(Q) (selon le signe):

1.4 Nombres complexes

Dé�nition 1.9 (Nombre complexe). Un complexez s'écrit z = x + i y , où i 2 = � 1.

Re(z) = x; Im(z) = y:

Théorème 1.7 (Opérations de base). Soient z1 = x1 + i y1, z2 = x2 + i y2:

z1 + z2 = ( x1 + x2) + i (y1 + y2); z1z2 = ( x1x2 � y1y2) + i (x1y2 + x2y1):

z = x � i y; z z = x2 + y2:

Dé�nition 1.10 (Forme polaire). z = r (cos� + i sin� ), où r = jzj et � = arg( z).

Théorème 1.8 (Forme exponentielle).

z = r ei� ; ei� = cos� + i sin�:

z1z2 = r1r2 ei ( � 1+ � 2 ) :

Interprétation: on multiplie les modules et onadditionne les arguments.

5
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Note 1.3. En physique, cette écriture permet de modéliser de façon simple les
phénomènes oscillants (ondes, signaux AC, etc.).

1.5 Exemples et Applications

Oscillations amorties

un = Aqn sin(n! + � ), etc.

Sommes de Riemann en physique

Approximations du travail W =
R

F (x) dx, etc.

6
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2 Analyse et calcul di�érentiel-Partie 1

2.1 Fonctions usuelles :

Fonctions polynômes :

Dé�nition 2.1. Une fonction polynôme de degrén est une fonction dé�nie surR
s'écrit sous la forme :

P(x) = anxn + an� 1xn� 1 + ::: + a1x + a0

avecan ; an� 1; :::; a0 2 R et an 6= 0.

Théorème 2.1. si P est impaire, alors les coe�cients d'indice pair sont tous nuls.
si P est paire, alors les coe�cients d'indice impair sont tous nuls.

Exercice 2.1. Mouvement du chute libre
Un corps est en chute libre lorsqu'il n'est soumis qu'à son poids.
Déterminer la hauteurh(t) en fonction du temps.

~P = m~g

Corrigé : D'aprés le principe fondamental de la dynamique(PFD) :~P = m~g = m~a
Alors : ~a = ~g, d'où d2h

dt2 = � g.
Cette équation di�érentielle admet comme solution :t 7! � 1

2gt2 + ct + b, avecc; b2 R,
On suppose qu'àt = 0 h(0) = b= h0 et h0(0) = c = 0,
et par conséquent, l'équation du mvt est :h(t) = � 1

2gt2 + h0

Note 2.1. Les polynômes sont faciles à manipuler et étudier. C'est pour cette raison,
qu'en physique, on essaie d'approximer des fonctions qui sont un peu complexes avec
des polynômes souvent de premier ou de deuxième degré.

Exemple 1 :

ˆ cosx ' 1 � x2

2 lorsquex � 1 ( x � 1 signi�e x su�samment petit ou négligeable
devant 1).

ˆ sinx ' x lorsquex � 1

ˆ 1
1� x ' 1 + x + x2 lorsquex � 1

7
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Fonction polynôme de 2ème degré :

Rappel :
Les fonctions polynomiales de degré 2, de la formef (x) = ax2 + bx + c aveca 6= 0,

font l'objet d'une étude bien structurée, reposant sur le discriminant� = b2 � 4ac. En
fonction du signe de� , on distingue les cas suivants :

1. Signe du discriminant :

ˆ Si � > 0, la courbe représentative def coupe l'axe des abscisses en deux points
distincts d'abscisse :

x =
� b�

p
�

2a
:

ˆ Si � = 0 , la courbe coupe l'axe des abscisses en un seul point d'abscisse :

x =
� b
2a

:

ˆ Si � < 0, la courbe ne coupe pas l'axe des abscisses.

� Si a > 0, la parabole est située entièrement au-dessus de l'axe des abscisses.
� Si a < 0, elle est située en dessous.

2. Sens de la parabole :

ˆ Si a > 0, la parabole est tournée vers le haut : elle atteint unminimum au

point d'abscissex =
� b
2a

.

ˆ Si a < 0, la parabole est tournée vers le bas : elle atteint unmaximum au

point d'abscissex =
� b
2a

.

Figure 1: Source : educastream
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Fonction exponentielle :

Dé�nition 2.2. La fonction exponentielleexp est dé�nie sur R. Pour x 2 R
expx = ex avece un nombre réel irrationnel compris entre 2,71 et 2,72.

Figure 2: Représentation graphique de la fonction exponentielle.

Théorème 2.2.

ˆ 8x 2 R ex > 0

ˆ 8a; b2 R ea+ b = eaeb et (ea)b = eab

ˆ La fonction exp est l'une des solutions de l'équation di�érentielley0 = y.

ˆ La fonction exp est strictement croissante.

ˆ Limites :

lim
x! + 1

ex = + 1 ; lim
x!�1

ex = 0; lim
x! 0

ex � 1
x

= 1; lim
x! + 1

ex

x
= + 1 ;

lim
x!�1

xex = 0

ˆ Croissance comparée :

8r 2 R lim
x! + 1

ex

xr
= + 1 ; lim

x!�1
xr ex = 0

Note 2.2. La fonction exponentielle est omniprésente en physique en raison de
sa capacité à décrire des phénomènes naturels impliquant des croissances ou des
décroissances continues et proportionnelles à l'état actuel du système.

9
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Note 2.3. Ce qui est à l'intérieur de l'exponentielle est toujours sans dimension.

Exemples :

Désintégration radioactive

Lorsqu'un matériau radioactif se désintègre, la quantité de noyaux restants suit une loi
exponentielle décroissante :

N (t) = N0e� �t

où :

ˆ N (t) : quantité de noyaux restants à l'instantt.

ˆ N0 : quantité initiale de noyaux.

ˆ � : constante de désintégration.

Refroidissement de Newton

Le taux de refroidissement d'un objet suit une loi exponentielle si la di�érence de tem-
pérature avec l'environnement est proportionnelle au taux de changement (Voir le cours
de thermodynamique):

T(t) = Tenv + ( T0 � Tenv)e� kt

où :

ˆ T(t) : température de l'objet à l'instant t.

ˆ Tenv : température ambiante.

ˆ T0 : température initiale.

ˆ k : constante de refroidissement.

Fonction logarithme :

Dé�nition 2.3. La fonction logarithme népérienln est dé�nie pour x > 0 et constitue
la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

Théorème 2.3. ln est strictement croissante sur]0; + 1 [.
ln 1 = 0; ln e = 1
ln ab= ln a + ln b pour a; b > 0 ; ln ar = r ln a pour r 2 R; a > 0.
Limites usuelles:

lim
x! 0+

ln x = �1 ; lim
x! + 1

ln x = + 1 ; lim
x! 1

ln x
x � 1

= 1; lim
x! 0

ln(1 + x)
x

= 1

10
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Figure 3: Représentation graphique de la fonction logarithme.

Croissance comparée :

8r 2 R�
+ lim

x! + 1

ln x
xr

= 0; lim
x! 0+

xr ln x = 0

Note 2.4. Lorsqu'un phénomène physique suit une loi exponentielle, le logarithme
permet de linéariser les données pour faciliter leur interprétation et leur analyse,
notamment dans les processus de charge/décharge de condensateurs, la dynamique
des populations, la croissance bactérienne, ou la désintégration radioactive.

Exercice 2.2. Désintégration radioactive : Le nombre de noyau d'Uranium 238
dans un échantil lon radioactive suit la loi exponnetielle suivante :

N (t) = N0e� �t

où :

ˆ N (t) est le nombre de noyau à l'instantt,

ˆ N0 est le nombre de noyau à l'instantt = 0,

ˆ � est la constante de désintégration,

On donne le graphe ci-dessous deln N (t) en fonction de t, trouver la constante de
désintégration de l'Uranium 238.

11
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Corrigé :

On a ln(N (t)) = ln
�
N0e� �t

�
= ln(N0)+ ln

�
e� �t

�
= ln(N0)+ ln

�
e� �t

�
= ln(N0)� �t ln(e) =

ln(N0) � �t ,
Donc ln(N (t)) est une fonction a�ne de pente� � ,
Donc � = � ln N (t1 )� ln N (t2 )

t1 � t2
,

A partir du graphe donné, on a : pourt1 = 0; ln N (t1) = 4 ; 6 et pour t2 = 2:109 ans,
ln N (t2) = 4 ; 3
et donc � = � 4;6� 4;3

0� 2:109 = 1; 5:10� 10an� 1

Fonctions trigonométriques :

Dé�nition 2.4. sin et cosdé�nies sur R, tan dé�nie sur R n f �
2 + k�; k 2 Zg.

ˆ sin est croissante sur[(4k � 1): �
2 ; (4k + 1) : �

2 ]
et est décroissante sur[(4k + 1) : �

2 ; (4k + 3) : �
2 ] pour tout k 2 Z .

ˆ cosest décroissante sur[2k�; (2k + 1) � ],
et est croissante sur[(2k + 1) �; 2(k + 1) � ] pour tout k 2 Z .

ˆ tan croissante sur ses intervalles de dé�nition.

ˆ x2 + y2 = R2 équivaut à 9� 2 R; x = R cos� et y = R sin�

ˆ Les fonctionst 7! A cos(!t ) + B sin(!t ); A et B 2 R sont solutions de l'équation
di�érentielle y00+ ! 2y = 0.

Identités trigonométriques :

12
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ˆ sin(a + b) = sin acosb+ cosasinb

ˆ sin(a � b) = sin acosb� cosasinb

ˆ cos(a + b) = cos acosb� sinasinb

ˆ cos(a � b) = cos acosb+ sin asinb

ˆ sin 2a = 2 sin acosa

ˆ cos 2a = cos2 a � sin2 a = 2 cos2 a � 1 = 1 � 2 sin2 a

ˆ sin2 a = 1� cos 2a
2

ˆ cos2 a = 1+cos 2a
2

ˆ sina � sinb= 2 sin
�

a� b
2

�
cos

�
a� b

2

�

ˆ cosa + cosb= 2 cos
�

a+ b
2

�
cos

�
a� b

2

�

ˆ cosa � cosb= � 2 sin
�

a+ b
2

�
sin

�
a� b

2

�

Note 2.5. Les fonctions trigonométriques telles que le sinus, le cosinus et la tangente
jouent un rôle crucial en physique. Elles permettent de modéliser des phénomènes
périodiques, d'analyser les mouvements, et de résoudre des problèmes géométriques
complexes.

Mouvement harmonique simple

Le mouvement d'un pendule ou d'un oscillateur harmonique est souvent décrit par des
fonctions trigonométriques. Par exemple, la position d'un objet en mouvement harmonique
simple peut être exprimée par :

x(t) = A cos(!t + � )

où A est l'amplitude, ! = 2�
T = 2�f la pulsation, T la période,f = 1

T la fréquence, et
� la phase initiale(àt = 0).

tx (t)

Forces et décompositions vectorielles

Les fonctions trigonométriques sont essentielles pour décomposer les forces dans des
systèmes en deux ou trois dimensions. Par exemple :

Vx = V cos� et Vy = V sin�

Cela permet de simpli�er les calculs dans l'étude de l'équilibre des forces.

13
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Figure 4

Exercice 2.3. Montrer en utilisant les propriétés précédentes que :

A cos� + B sin� = Ccos(� + � )

avec : C =
p

A2 + B 2 et tan � = B
A

Fonctions hyperboliques :

Dé�nition 2.5. La fonction cosinus hyperbolique est dé�nie surR par coshx =
ex + e� x

2 .
La fonction sinus hyperbolique est dé�nie surR par sinhx = ex � e� x

2 .
La fonction tangente hyperbolique est dé�nie surR par tanh x = sinh x

coshx .

cosh sinh tanh

Théorème 2.4.

ˆ Parité : Les fonctionssinh et tanh sont impaires.
La fonction coshest paire.

ˆ x2 � y2 = R2 équivaut à9t 2 R x = R cosht et y = R sinht.

14
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ˆ Les fonctions t 7! A cosh(!t ) + B sinh(!t ); A et B 2 R sont solutions de
l'équation di�érentielle y00� ! 2y = 0.

2.2 Fonction réciproque :

Dé�nition 2.6. Rappel :

ˆ Une fonction f : I ! J est dite injective surI si elle véri�e la propriété suivante:

(8(x; y) 2 I 2) ( f (x) = f (y) ) x = y)

ˆ Une fonction f : I ! J est dite surjective de I vers J si elle véri�e la propriété
suivante :

(8y 2 J )(9x 2 I ) y = f (x)

ˆ Une fonction f : I ! J est dite bijective deI vers J si elle est à la fois injective
et surjective, ie. c'est une fonction qui véri�e la propriété suivante :

(8y 2 J )(9!x 2 I ) y = f (x)

ˆ Si f est bijective deI vers J , alors il existe une unique fonctionf � 1 telle que
f � 1 � f = Id I et f � f � 1 = Id J ,
c-à-d 8x 2 I (f � 1 � f )(x) = f � 1(f (x)) = x
et 8y 2 J (f � f � 1)(y) = f (f � 1(y)) = y.

Exemple :

La fonction exp : R ! R+
� est la fonction réciproque de la fonctionln : R+

� ! R.

Fonction trigonométrique réciproque :

La fonction arcsinus :

Dé�nition 2.7. La fonction ' :

h
� �

2 ; �
2

i
! [� 1; 1]

t 7! sint
est bijective.

Et par dé�nition, arcsin = ' � 1.

Théorème 2.5. Composition avec sinus

ˆ Pour x 2 [� 1; 1], sin(arcsin(x)) = x.

ˆ Pour x 2
h
� �

2 ; �
2

i
, arcsin(sin(x)) = x.

15
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Figure 5: Représentation graphique dearcsin

Note 2.6. Pour x 2 R, arcsin(sin(x)) a un sens mais n'est pas toujours égal àx !
En e�et,

arcsin(sin� ) = arcsin 0 = 0

Théorème 2.6. La fonction arcsin est impaire.

La fonction arccosinus :

Dé�nition 2.8. La fonction ' :
[0; � ] ! [� 1; 1]

t 7! cost
est bijective.

Et par dé�nition, arccos = ' � 1.

Théorème 2.7. Composition avec cosinus

ˆ Pour x 2 [� 1; 1], cos(arccos(x)) = x.

ˆ Pour x 2 [0; � ], arccos(cos(x)) = x.

16
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Figure 6: Représentation graphique dearccos

Note 2.7. Pour x 2 R, arccos(cos(x)) a un sens mais n'est pas toujours égal àx !
En e�et,

arccos
�

cos
3�
2

�

= arccos 0 =
�
2

Théorème 2.8.
8t 2 [� 1; 1] arccost + arcsin t =

�
2

8x 2 [� 1; 1] arccos(� x) + arccos(x) = �

La fonction arctangente :

Dé�nition 2.9. La fonction ' :

i
� �

2 ; �
2

h
! R

t 7! tan t
est bijective.

Et par dé�nition, arctan = ' � 1.

17
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Figure 7: Représentation graphique dearctan

Théorème 2.9. Composition avec tan

ˆ Pour x 2 R, tan(arctan(x)) = x.

ˆ Pour x 2
i
� �

2 ; �
2

h
, arctan(tan(x)) = x.

Théorème 2.10.

ˆ La fonction arctan est impaire.

ˆ 8t > 0 arctant + arctan 1
t = �

2

ˆ 8t < 0 arctant + arctan 1
t = � �

2

ˆ Limites :

lim
x! + 1

arctanx =
�
2

; lim
x!�1

arctanx = �
�
2

; lim
x! 0

arctanx
x

= 1

2.3 Dérivée d'une fonction numérique à une seule variable :

Dans tous ce qui suitI est un intervalle non vide et non réduit à un point, etRI est
l'ensemble des fonctions numériques dé�nies deI vers R

Dé�nition et propriétés de base :

Dé�nition 2.10. Soit f 2 RI et a 2 I , On dit que f est dérivable en a si :

lim
x! a

f (x) � f (a)
x � a

18
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existe et est �nie (c'est-à-dire un nombre réel). Dans ce cas, on note :

lim
x! a

f (x) � f (a)
x � a

= l 2 R

Le nombrel est notéf 0(a) ou df
dx (a) ou encore _f (a).

Il est dit le nombre dérivé de f en a.

Note 2.8. En faisant le changement de variableh = x � a, on trouve que :

lim
x! a

f (x) � f (a)
x � a

= lim
h! 0

f (a + h) � f (a)
h

Note 2.9. Les notations df
dx et _f sont souvent utilisées en physique, la première nous

aide à manipuler des di�érentielles comme si la dérivée était une fraction, ce qui
est réellement faux. Par exemple : on écrit pour une variation in�niment petitedf :
df = df

dx dx = f 0(x)dx

Interprétation géométrique-équation de la tangente :

Soit C la courbe représentative def 2 RI dans le planCf muni d'un repère orthonormal
direct (O;

�!
i ;

�!
j ).

a 2 I et A(a; f (a)); M (x; f (x)) 2 Cf di�érent de A(a; f (a)).
Dire que f est dérivable ena équivaut à dire que le coe�cient directeur :

f (x) � f (a)
x � a

de la droite (AM ) tend vers une valeur limite` = f 0(a).
Donc que la position de la droite(AM ) tend vers celle de la droite(T) :

y = f 0(a)(x � a) + f (a)

dite la droite tangente àCf au point A(a; f (a)).

[autoplay,loop,width=10cm]10�gures/dérivabilité000/image151

Si f est dérivable ena à droite dea, on parlera de la demi-tangente à droite :
(

y = f 0(a)(x � a) + f (a)
x � a

Si f est dérivable ena à gauche dea, on parlera de la demi-tangente à gauche :
(

y = f 0(a)(x � a) + f (a)
x � a
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Note 2.10. Si f est dérivable ena alors f 0(a)(x � a) + f (a) est une approximation
de f (x) au voisinage dea dans I . On utilise souvent ces approximations dans la
physique pour simpli�er les calculs.

Exemple 1 : f : x 7!
p

1 + x est dérivable en 0 etf 0(0) = 1
2 et f (0) = 1 alors

1
2(x � 0) + 1 = 1 + 1

2x est une approximation de la fonctionf au voisinage de 0, et on
écrit

p
1 + x �

x! 0
1 + 1

2x.

f : x 7! sinx est dérivable en 0, etf (0) = 0 et f 0(0) = 1 alors 1 � (x � 0) + 0 = x est une
approximation de f au voisinage de 0, et on écritsinx �

x! 0
x.

Exemple 2 : Pendule Pesant Le pendule simple est un système classique en
mécanique qui permet d'illustrer les lois du mouvement oscillatoire. Pour des oscillations
de faible amplitude, l'étude par le Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) permet
de retrouver l'équation du mouvement.

Schéma du pendule

L

m

~P = mg

~T

�

Lorsque le pendule oscille, il est soumis à deux forces :

ˆ La tension du �l ~T, dirigée vers le point de suspension.

ˆ Le poids ~P = m~g, dirigé vers le bas.

En décomposant le poids dans le repère tangent-normal, seule la composante tangen-
tielle intervient dans le mouvement :

Pt = mgsin�

D'après le PFD dans la direction tangentielle :

ma = � mgsin�

où a = L •� est l'accélération tangentielle. (Démonstration dans le cours de cinématique).
•� veut dire qu'on dérive deux fois� (t).

mL •� = � mgsin�

•� +
g
L

sin� = 0
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Approximation pour les faibles amplitudes Pour des petites oscillations (� � 1),
on peut utiliser l'approximation :

sin� � �

L'équation devient alors :

•� +
g
L

� = 0

Cette équation est celle d'un oscillateur harmonique simple de pulsation :

! =
r

g
L

En appliquant le PFD, nous avons démontré que pour des petites oscillations, le pendule
simple suit un mouvement harmonique simple avec une période :

T = 2�

s
L
g

Opération sur les fonctions dérivables :

Théorème 2.11. Dérivée de la composée de deux fonctions Soient f 2 RI ,
g 2 RJ tel quef (I ) � J ; a 2 I ; b= f (a) 2 J

Si f est dérivable ena et g est dérivable enb alors g � f est dérivable ena et on a

(g � f )0(a) = f 0(a)g0(f (a))

Note 2.11. On peut voir ce résultat en utilisant l'écriture en fraction de la dérivée:
(g � f )0(a) = d(g� f )

dx (a) = d(g(f ))
df : df

dx (a) = g0(f (a)) :f 0(a) (Attention, cette écriture n'est
pas rigoureuse).

Théorème 2.12. Dérivée de la fonction réciproque :
Soit a 2 I , et b = f (a), si f admet une fonction réciproque enI , et si f est dérivable
en a et f 0(a) 6= 0 alors f � 1 est dérivable enb et :

(f � 1)0(b) =
1

f 0(a)
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Tableau de dérivée des fonctions usuelles :

Fonction f (x) Domaine de dérivabilité Dérivéef 0(x)

xn ; n 2 N R nxn� 1

x � n ; n 2 N R n f 0g � nx � n� 1

x � ; � 2 R R+ �x � � 1

1
x R n f 0g � 1

x2

p
x R� + 1

2
p

x

ln x R� + 1
x

ex R ex

sinx R cosx

cosx R � sinx

tan x R n
n

�
2 + k�; k 2 Z

o
1

cos2 x

arcsinx ] � 1; 1[ 1p
1� x2

arccosx ] � 1; 1[ � 1p
1� x2

arctanx R 1
1+ x2

sinhx R coshx

coshx R sinhx

tanh x R 1
cosh2 x

Table 1: Tableau des fonctions usuelles et de leur dérivée
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2.4 Dérivée d'une fonction de plusieurs variables :

Dans tous ce qui suitU est un ensemble non vide et non réduit à un point.

Rappel : Produit scalaire

Dé�nition 2.11. Soient ~u = ( x1; x2; x3) et ~v = ( y1; y2; y3) deux vecteurs de l'espace,
le produit scalaire de~u et ~v, noté ~u:~v, est égal au réelx1y1 + x2y2 + x3y3.

Dé�nition 2.12. Soient ~u = ( x1; x2) et ~v = ( y1; y2) deux vecteurs du plan,
le produit scalaire de~u et ~v, noté ~u:~v, est égal au réelx1y1 + x2y2.

Dé�nition :

Dé�nition 2.13. Soit f une fonction de plusieurs variables dé�nie deRn vers Rp.

ˆ Si p =1, et n = 2 ou 3,et lorsque les variables représentent des coordonnées de
l'espace,f est dite champ scalaire.

ˆ Si p = 2 ou 3, et n = 2, 3,et lorsque les variables représentent des coordonnées
de l'espace, la fonctionf est dite champ vectoriel. En e�et, f associe à chaque
point de l'espace un vecteur.

Exemples :

ˆ La fonction T(x; y; z) qui donne la température dans un endroit de l'espace.

ˆ L'énergie interne d'un système thermodynamiqueU(P; V; T) qui dépend générale-
ment de la pression cinétiqueP, le volume qui dé�nit le systèmeV, et la température
cinétique T.

Dérivée partielle :

Dé�nition 2.14. Soient f : U � R2 ! R, et (x1; x2) 2 U.
On dit que f admet une dérivée partielle par rapport à la premiére variable au point
(x1; x2) si la fonction x 7! f (x; x2) est dérivable enx1,c-a-d :

lim
h! 0

f (x1 + h; x2) � f (x1; x2)
h

= l 2 R

Le cas échéant on posel = @f
@x(x1; x2).

on dit quef admet une dérivée partielle par rapport à la deuxiéme variable au point
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(x1; x2) si la fonction y 7! f (x1; y) est dérivable enx2, c-a-d :

lim
h! 0

f (x1; x2 + h) � f (x1; x2)
h

= l0 2 R

Le cas échéant on posel0 = @f
@y(x1; x2).

Exercice 2.4. Calculer les dérivées partielles premières de la fonctionf : R2 ! R
dé�nie par :

f (x; y) = x2e3y:

Solution :

Pour calculer @f
@x, qui est la dérivée partielle def par rapport à x, on considère quey est

une constante et on dérivex2e3y comme si c'était une fonction dex :

@f
@x

(x; y) = 2 xe3y:

Pour l'autre dérivée partielle @f
@y, on considère quex est une constante et on dérive

x2e3y comme si c'était une fonction dey :

@f
@y

(x; y) = 3 x2e3y:

Dé�nition 2.15. Soient f : U � R3 ! R, et (x1; x2; x3) 2 U,
on dit quef admet une dérivée partielle par rapport à la premiére variable au point
(x1; x2; x3)si la fonction x 7! f (x; x2; x3) est dérivable enx1,c-a-d :

lim
h! 0

f (x1 + h; x2; x3) � f (x1; x2; x3)
h

= l 2 R

.
Le cas échéant on posel = @f

@x(x1; x2; x3).
On dit que f admet une dérivée partielle par rapport à la deuxiéme variable au point
(x1; x2; x3) si la fonction y 7! f (x1; y; x3) est dérivable enx2,c.-à-d. :

lim
h! 0

f (x1; x2 + h; x3) � f (x1; x2; x3)
h

= l0 2 R

.
Le cas échéant on posel0 = @f

@y(x1; x2; x3). on dit que f admet une dérivée partielle
par rapport à la troisième variable au point(x1; x2; x3) si la fonction z 7! f (x1; x2; z)
est dérivable enx3,c-a-d :

lim
h! 0

f (x1; x2; x3 + h) � f (x1; x2; x3)
h

= l002 R
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Le cas échéant on posel00= @f
@z(x1; x2; x3).

Di�érentielle :

Gradient :

Dé�nition 2.16. Soit f : U � R2 ! R et M (x1; x2), si f admet une dérivée partielle
par rapport à la première et la deuxième variable au point M, alors le gradient def
est dé�ni par :

r f = ~grad(f )(M (x1; x2)) =

 
@f
@x

(x1; x2);
@f
@y

(x1; x2)

!

:

Dé�nition 2.17. Soit f : U � R3 ! R et M (x1; x2; x3), si f admet une dérivée
partielle par rapport à la première et la deuxième et la troisième variable au point M,
alors le gradient def est dé�ni par :

r f = ~grad(f )(M (x1; x2; x3)) = (
@f
@x

(x1; x2; x3);
@f
@y

(x1; x2; x3);
@f
@z

(x1; x2; x3))

Exercice 2.5. Soit f la fonction dé�nie par

f (x; y) = ln
�
1 + x + y2

�
:

1. Déterminer le domaine de dé�nitionU de f .
2. Calculer les dérivées partielles def .
3. Calculer le gradient def en (0; 1) .

Solution
1. On a U = f (x; y) 2 R2 j 1 + x + y2 > 0g.
2. Les dérivées partielles sont :@f

@x(x; y) = 1
1+ x+ y2 et @f

@y(x; y) = 2y
1+ x+ y2

3. Le gradient s'obtient directement à partir des dérivées partielles :
r f (0; 1) = ( @f

@x(0; 1); @f
@y(0; 1)) = ( 1

2 ; 1)

Di�érentielle et approximation a�ne :

Dé�nition 2.18. soit f : U � R2 ! R,et M (x0; y0) si f véri�e certaines conditions,
que l'on suppose, en physique, être presque toujours satisfaites, alors : :

f (x0 + h; y0 + k) �
(h;k )! (0;0)

f (x0; y0) + df (x0; y0)(h; k)
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Avec ;

df (x0; y0)(h; k) = h
@f
@x

(x0; y0) + k
@f
@y

(x0; y0)

Note 2.12. Soit ~u = ( h; k)

df (x0; y0)(h; k) = ~grad(f ):~u

Dé�nition 2.19. Soit f : U � R3 ! R,et M (x0; y0; z0) si f véri�e certaines condi-
tions, que l'on suppose, en physique, être presque toujours satisfaites, alors :

f (x0 + h; y0 + k; z0 + t) �
(h;k )! (0;0)

f (x0; y0; z0) + df (x0; y0; z0)(h; k; t)

Avec :

df (x0; y0; z0)(h; k; t) = h
@f
@x

(x0; y0; z0) + k
@f
@y

(x0; y0; z0) + t
@f
@z

(x0; y0; z0)

Note 2.13. Soit ~u = ( h; k; t)

df (x0; y0; z0)(h; k; t) = ~grad(f ):~u

Note 2.14. Les di�érentielles sont omniprésentes en physique, car elles permettent
de modéliser des variations in�nitésimales et d'exprimer des lois fondamentales sous
forme di�érentielle.

Théorème 2.13. Théorème de schwartz
Soit f une fonction qui représente une grandeur physique et qui possède des dérivées
secondes continues. Alors, les dérivées croisées def sont égales :

@
@y

 
@f
@x

!

=
@

@x

 
@f
@y

!

Cette propriété est valable pour de nombreuses quantités en physique, comme la
température, le potentiel électrique ou la pression, à condition quef soit su�samment
régulière.

Exemple 1:

ˆ T(x + dx; y + dy; z+ dz) � T(x; y; z) = dT = @T
@xdx + @T

@ydy + @T
@zdz = ~grad(T):d ~OM ,

avecd ~OM = ( dx; dy; dz)
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Exemple 2 :

Note 2.15. Cet exemple est à considérer lors d'une deuxième lecture de ce cours
après avoir vu le cours de thermodynamique en physique.

ˆ Le premier principe de la thermodynamique énonce que pour un système fermé (pas
d'échange de matière avec l'extérieur), on a :

dU = �Q + �W

où :

� dU : variation de l'énergie interne entre les instantst et t + dt.

� �Q : chaleur échangée.

� �W : travail échangé.

ˆ Si on varie l'entropie (une grandeur physique) avec undS et le volume avec undV :
alors la variation de l'énergie interne du système est :

dU = TdS � pdV

où :

� T : Température enK .

� p : Pression enPa.

D'aprés 2.13 :
@

@V

 
@U
@S

!

V

=
@

@S

 
@U
@V

!

S

En utilisant les dérivées premières :

 
@U
@S

!

V

= T;

 
@U
@V

!

S

= � p

Nous obtenons alors :  
@T
@V

!

S

= �

 
@p
@S

!

V

Relations de Maxwell en thermodynamique :

Les relations de Maxwell sont des identités thermodynamiques issues des propriétés des
dérivées croisées des potentiels thermodynamiques. Elles s'expriment comme suit :

 
@T
@V

!

S

= �

 
@p
@S

!

V
 

@T
@p

!

S

=

 
@V
@S

!

p
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@S
@V

!

T

=

 
@p
@T

!

V
 

@S
@p

!

T

= �

 
@V
@T

!

p

Ces relations sont dérivées à partir des potentiels thermodynamiques comme l'énergie
libre de Helmholtz F , l'enthalpie H , l'énergie libre de GibbsG et l'énergie interneU.

Di�érentielle totale exacte et fonction d'état :

Dé�nition 2.20. Une fonction d'état est une fonction de grandeurs appelées variables
d'état, qui dé�nissent l'état d'équilibre d'un système thermodynamique. Les variables
d'état sont par exemple la températureT, la pressionP, le volumeV ou le nombre de
molesni .

Exemple :

L'énérgie interne U est une fonction d'état, elle dépend de T, P, V et n (quantité des
particules formant le systéme thermodynamique).

Théorème 2.14. Les fonctions d'état ne dépendent pas du chemin suivi, elles ne
dépendent que de l'état du système à l'état d'équilibre, c-à-d la variation de la fonction
d'état est égale à la di�érence entre l'état �nal et l'état initial.

Di�érentielle et lien avec le calcul d'incertitude

En physique expérimentale, le calcul d'incertitude est essentiel pour évaluer la précision
des mesures. La di�érentielle joue un rôle clé dans l'approximation des incertitudes sur
une fonction f (x; y; : : : ) en fonction des incertitudes des variables mesurées.

Approximation des variations avec la di�érentielle

Si une quantité f (x; y) dépend de plusieurs variablesx et y, sa variation in�nitésimale est
donnée par ladi�érentielle totale :

df =
@f
@x

dx +
@f
@y

dy

où dx et dy représentent les variations in�nitésimales des variablesx et y.

Application au calcul d'incertitude

Dans le contexte des mesures,dx et dy sont les incertitudes associées aux variablesx et y,
notées respectivement� x et � y. L'incertitude sur f , notée� f , peut être approximée
par :

� f �

�
�
�
�
�
@f
@x

�
�
�
�
�
� x +

�
�
�
�
�
@f
@y

�
�
�
�
�
� y

Ceci donne uneborne supérieure pour l'incertitude.
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Propagation des incertitudes (cas des erreurs indépendantes)

Si les incertitudes� x et � y sont indépendantes, alors on utilise une propagation quadra-
tique des erreurs :

� f =

vu
u
t

 
@f
@x

� x

! 2

+

 
@f
@y

� y

! 2

Ce qui permet d'obtenir une estimation plus réaliste de l'incertitude.

Exemples d'application

Incertitude sur la surface d'un disque

La surface d'un disque est donnée par :

A = �r 2

L'incertitude sur A, en fonction de l'incertitude � r sur le rayon, est :

� A �

�
�
�
�
�
dA
dr

�
�
�
�
�
� r = j2�r j � r

ou, si l'erreur est indépendante :

� A = j2�r � r j:

Incertitude sur la résistance électrique en série

Pour deux résistances en série :
R = R1 + R2

L'incertitude totale est la somme des incertitudes :

� R =
q

� R2
1 + � R2

2

Incertitude sur une loi non linéaire (loi d'Ohm)

Si V = RI , alors l'incertitude sur V est donnée par :

� V =
q

(I � R)2 + ( R� I )2:
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3 Analyse et calcul di�érentiel- Partie 2

Cette deuxième partie du cours sera consacrée à des concepts plus avancés du calcul
di�érentiel et intégral, appliqués principalement aux dimensionsn = 2 et n = 3 1. Nous y
développerons des outils géométriques et analytiques indispensables à la compréhension
des phénomènes physiques.

Nous commencerons par explorer lagéométrie de l'espace , à travers l'étude des
courbes paramétrées , dessurfaces et desvolumes . Ces objets serviront de support
pour introduire des notions fondamentales comme les tangentes, les normales ou encore la
mesure de la longueur, de l'aire et du volume via l'intégration.

Nous introduirons ensuite leschamps scalaires et leschamps vectoriels , qui perme-
ttent de modéliser des quantités physiques réparties dans l'espace, comme la température,
la pression ou encore les champs électriques et magnétiques. Cela nous amènera à dé�nir
et étudier lesopérateurs di�érentiels qui agissent sur ces champs : legradient , la
divergence et le rotationnel .

Sur cette base, nous aborderons lesgrands théorèmes du calcul intégral vectoriel ,
qui relient des intégrales de di�érentes dimensions et jouent un rôle central en physique,
notamment, le théorème de Green (en dimension 2), lethéorème de Stokes (en
dimension 3) et lethéorème de Gauss (ou théorème de la divergence). Ces résultats
sont essentiels pour comprendre les lois locales et globales de l'électromagnétisme, de la
mécanique des �uides ou de la gravitation.

En�n, nous introduirons la notion du développement limité (ou développements de
Taylor) pour les fonctions de plusieurs variables, a�n de fournir des outils d'approximation
utiles en physique théorique et appliquée.

Note 3.1. Exigences

ˆˆ Analyse et Calcul Di�érentiel - partie 1 (Tout)

ˆ Calcul Intégral et Géométrie (Tout)

ˆ Calcul Vectoriel (produits scalaire et vectoriel)

3.1 Courbes Paramétrées

Dé�nition et Motivation

Dé�nition 3.1. Soit ~f : I ! n ; t 7! ~f (t), avecn = 2 ou 3 et I un intervalle de . On
dit que ~f est une courbe paramétrée.

Cette dé�nition vient du fait qu'on essaie de renvoyer une trajectoire uni-dimensionnelle
dans un espace multi-dimensionnel. La courbe que la fonction~f va tracer va être un �l
dans l'espace 2D ou 3D. La �gure 8 représente une hélice en 3D.

En physique, 't ' de l'espace de départ symbolise souvent le temps, alors que~f (t) est
un vecteur 2D ou 3D qui symbolise un vecteur variant dans le temps, comme une position,
une vitesse, une force, etc.

1Les notions introduites peuvent aussi être généralisés à n'importe quelle dimensionn
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Figure 8: Courbe paramétrée représentant un hélice.

Donnons l'exemple de la courbe~x(t) = ( cos(t); sin(t)). Pour la tracer dans le plan, on
a besoin de spéci�er l'intervalle où l'on doit variert, calculer~x(t) et placer ces points sur
le plan. t intervient donc implicitement dans le traçage de la courbe.

Figure 9: Cercle paramétré de rayon 1

Comme la �gure 9 le montre, la courbe= f ~x(t); t 2g est en fait un cercle! Ceci découle
du fait qu'on peut substituer x = cos(t) et y = sin(t) et donc x2 + y2 = 1, d'où l'équation
d'un cercle. On s'est débarrassé entièrement du paramètret et on a eu la même courbe.
Ce luxe de se débarrasser du paramètre n'est pas donné à toutes les fonctions. Mais ce
n'est pas vraiment un luxe, c'est une perte d'information! Pour bien voir cela, On peut
considérer les courbes paramétrées~x0(t) = ( cos(�t ); sin(�t )), pour un � 2 �xe. Si l'on
applique la même substitution d'avant, on voit que~x0(t) trace aussi un cercle. Pour une
seule courbe, il y a donc une in�nité de paramétrisations. La �gure 10 montre les cas de
� = � 1 et � = 2.

Pour la courbe~x(t) on voit que la trajectoire achève un cercle det = 0 à t = 2� . Pour
la deuxième courbe, si l'on prend� = 2, la courbe~x0(t) trace un cercle complet det = 0
à t = � , donc 2 fois plus vite. Si l'on généralise à n'importe quel� , on voit que ~x0(t) est
� fois plus 'rapide' que~x(t), donc � encode la vitesse du parcours de la courbe. De plus si
l'on prend � = � 1, ~x0(t) trace un cercle dans le sens des aiguilles de la montre, alors que
~x(t) le fait dans le sens inverse.
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